Vari\'et\'es de Prym associ\'ees aux rev\^etements n-cycliques d'une





















Varie´te´s de Prym associe´es aux reveˆtements




Soit H une courbe projective, hyperelliptique et non singulie`re de genre
g et soit JH ≃ Pic0(H) la jacobienne de H. On fixe un e´le´ment η ∈ JH
d’ordre n. On note f : C → H le reveˆtement e´tale n-cyclique associe´ a` η.
Soit JC la jacobienne de C.




nif(pi), l’application Norme de f . On
appelle varie´te´ de Prym P = Prym(C/H) associe´e au reveˆtement f la
composante neutre de KerNf . Si σ : C → C est l’automorphisme d’ordre n
qui engendre le groupe de Galois Gal(C/H), on peut e´crire P = Im(1− σ).
La varie´te´ P est une sous-varie´te´ abe´lienne de JC de dimension (n−1)(g−1)
avec polarisation Ξ induite par la polarisation principale de JC.
Le but de ces lignes est de montrer que lorsque n n’est pas divisible par 4
la varie´te´ de Prym P est isomorphe a` un produit de jacobiennes.
2 De´composition de la varie´te´ de Prym
On pose Y = f∗(JH). C’est une sous-varie´te´ abe´lienne supple´mentaire
de P dans JC de dimension g. On peut aussi de´crire Y comme l’image de
l’endomorphisme Norme 1 + σ + · · · + σn−1.
Proposition 2.1 La polarisation Ξ sur P est du type ( 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
(n−2)(g−1)
, n, ..., n︸ ︷︷ ︸
g−1
).
De´monstration : Puisque f : C → H est e´tale l’application f∗ : JH → JC
n’est pas injective ( [2] 11.4.3.). En fait, Ker f∗ = 〈η〉, un sous-groupe de








ou` h est une isoge´nie de degre´ n. Soit Θ un diviseur theˆta dans JC et
soit M = OY (i
∗
YΘ). On a h
∗M ≃ OJH(nΘH) car (f
∗)∗Θ ≡ nΘH ( [2]
12.3.1.). D’apre`s [5] (Lemme 2, pag. 232), K(M) ≃ 〈η〉⊥/〈η〉, ou` 〈η〉⊥
est l’orthogonale de 〈η〉 par rapport a` la forme de Weil eh
∗M : K(h∗M) ×
K(h∗M) → C∗. Puisque K(h∗M) ≃ (Z/n)2g on obtient donc K(M) ≃
(Z/n)2(g−1). Ainsi M est une polarisation du type (1, n, . . . , n) et par [2]
(Cor. 12.1.5.), Ξ = i∗PΘ est du type (1, . . . , 1, n, . . . , n).
✷
On note i : H → H l’involution hyperelliptique. Par construction on a






ηn−1 est muni d’une structure de
OH -alge`bre donne´e par un isomorphisme τ : OH
∼












Comme l’involution i agit sur JH par (−1)JH , on peut choisir un isomor-
phisme ϕ : i∗η
∼
→ η−1 de fac¸on que ϕ⊗n = Id via τ . On obtient ainsi un








cette fac¸on on peut identifier i∗C a` C et j a` un automorphisme ve´rifiant
j2 = 1C . Observons que ce rele`vement a` C de l’involution hyperelliptique
n’est pas canonique car il de´pend du choix de l’isomorphisme ϕ. Dans
[3](Prop. 2.1.) on montre la proposition suivante
Proposition 2.2 Le reveˆtement C → P1 est galoisien avec groupe de Galois
Gal(C/P1) = Dn = 〈j, σ | j
2 = σn = 1, jσj = σ−1〉.
Le groupe die´dral Dn = 〈j, σ〉 contient les involutions jν = jσ
ν pour
ν = 0, . . . , n − 1. Soient fν : C → Cν := C/〈jν〉 les reveˆtements doubles












Soit W = {x1, . . . , x2g+2} ⊂ P
1 l’ensemble des points de Weierstrass pour le
reveˆtement pi : H → P1; on pose S = {x ∈W | (pi ◦f)−1(x) ne contient pas
de point fixe par j} et T =W \ S.
2
Proposition 2.3
a) Pour n impair les courbes Cν sont de genre gν =
1
2(n − 1)(g − 1) pour
ν = 0, . . . , n− 1.
b) Pour n pair gν =
n
2 (g − 1) + 1−
|T |
2 pour ν = 0, . . . , n− 1.
De´monstration :
a) Il suffit de montrer la proposition pour ν = 0. On observe que les images
par f des points fixes par l’ involution j = j0 sont des points de ramification
du reveˆtement H → P1 puisque le diagramme (1) est commutatif. Soit
q ∈ H un point fixe par i et p ∈ C un re´levement de q. Comme f est un
reveˆtement non-ramifie´, p est un point fixe par une involution jm de C avec
0 ≤ m ≤ n. Puisque n est impair, il existe un unique k modulo n qui ve´rifie
l’e´quation 2k ≡ m mod n. Donc, σkp ∈ f−1(q) est le seul point fixe par j
dans la fibre f−1(q). En effet, comme jσ = σ−1j on a
jσkp = jσkjmp = σ
m−kp = σ2k−kp = σkp.
En conclusion S = ∅ et on a autant de points fixes par jν que de points de
ramification du reveˆtement H → P1. Par la formule de Hurwitz on a
g(C)− 1 = 2(gν − 1) + g + 1,




2(n(g − 1) + 1− g) =
1
2(n− 1)(g − 1).
b) Dans le cas n pair, sur certaines fibres au-dessus des points de ramification
du reveˆtement pi, l’involution j n’a pas de point fixe. On observe que si
p ∈ Fix(j) alors σ
n
2 p ∈ Fix(j) et qu’ils sont les seuls points fixe´s sur la fibre
f−1(f(p)). Donc, par la formule de Hurwitz
g(C)− 1 = 2gν − 2 + |T |
et on obtient gν =
n




Les automorphismes σ et j induisent des automorphismes dans JC,
note´s aussi σ et j. Les applications f∗ν : JCν → JC sont injectives car
les reveˆtements doubles sont ramifie´s. On peut donc conside´rer les jacobi-
ennes JCν comme des sous-varie´te´s abe´liennes de JC. Pour tout point c ∈ C










pour ν = 0, . . . , n − 1, ou` αc est l’application de Abel-Jacobi. On peut
e´crire JCν = Im(1 + jν) dans JC. De plus, comme σ(1 + jν) = (1 + jν−2)σ
l’automorphisme σ se restreint a` des isomorphismes
σ : JCν → JCν−2 pour ν ∈ Z/nZ.
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On en de´duit que, lorsque n est pair, il y a deux classes d’isomorphismes de
jacobiennes qu’on note JC0 et JC1 ; lorsque n est impair toutes les jacobi-
ennes JCν sont isomorphes.
Proposition 2.4 Les sous-varie´te´s JCν sont contenues dans la varie´te´ de
Prym P .
De´monstration : On a P = Ker(1 + σ + · · ·+ σn−1)0. D’autre part
(1 + σ + · · ·+ σn−1)(1 + jν) = (1 + σ + · · · + σ
n−1 + j + j1 + · · ·+ jn−1)
se factorise a` travers de l’application Norme du reveˆtement C → P1 et donc
est l’application nulle. En conse´quence JCν = Im(1 + jν) ⊂ Ker(1 + σ +
· · ·+ σn−1), et puisque JCν est connexe on a JCν ⊂ P .
✷
Soient p0 et p1 les projections de JC0×JC1 sur les deux facteurs correspon-
dants.
Proposition 2.5 L’application ψ = p0 + p1 : JC0 × JC1 → P est un
isomorphisme de varie´te´s abe´liennes pour n ≥ 2 non divisible par 4.
De´monstration : Par la prop. 2.3 a) dimP = (n−1)(g−1) =dim(JC0×JC1)
pour n impair. Lorsque n est pair on obtient de la proposition 2.3 que
dimJC0 = g0 =
n
2 (g−1)+1−t et dimJC1 =
n
2 (g−1)+1−s ou` t+s = g+1.
On a donc dim(JC0×JC1) = (n−1)(g−1). Comme ψ est bien un morphisme
de varie´te´s abe´liennes il suffit de montrer que ψ est injective.
Soit (x, y) ∈ JC0 × JC1 tel que ψ(x, y) = x + y = 0. Alors x = (−y) ∈
JC0 ∩ JC1. Le lemme suivant montre que ne´cessairement x = 0 et donc
aussi y = 0, ce qui termine la preuve. Voir [4] pag. 346 pour le cas n=2.
✷
Lemme 2.1 JC0 ∩ JC1 = {0}
De´monstration :
a) Cas n impair. Soit F ∈ JC0∩JC1 ⊂ Ker(1− j)∩Ker(1− j1) ⊂ Fix(j, σ) ;
on a donc F ∈ Fix(σ)∩ P ⊂ Fix(σ) ∩Ker(1 + σ+ · · ·+ σn−1) ⊂ JC[n]. Par
ailleurs, comme σ∗F ≃ F et f e´tant e´tale cela implique que F = f∗L pour
un fibre´ en droites L ∈ JH. Si de plus j∗F ≃ F , alors
j∗f∗L ≃ f∗i∗L ≃ f∗L.
Mais dans JH l’involution i agit par −1JH , i.e. i
∗L ≃ L−1. On a donc
f∗L−1 ≃ (f∗L)−1 ≃ f∗L et F = f∗L est un point de 2-torsion. On conclut
que F ∈ Fix(j, σ) ∩ P ⊂ JC[2] ∩ JC[n] = {0}.
b) Cas n=2m, m impair. Dans ce cas on utilise le re´sultat suivant qui est un
cas particulier du Lemme de descente duˆ a` Kempf ( [1], The´ore`me 2.3) :
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Lemme 2.2 Soit X une varie´te´ alge´brique inte`gre sur laquelle ope`re un
groupe fini G. Soit F un G-fibre´ vectoriel sur X. Alors F descend a` X/G
si et seulement si pour tout point x ∈ X, le stabilisateur de x dans G agit
trivialement sur Fx.
Soient Xi := Ci/〈σ
m〉 et X := C/〈σm〉, ou` σm est une involution qui com-



















Soit F ∈ JC0 ∩ JC1. On sait qu’il existe des fibre´s en droites Mi ∈ JCi, i =
0, 1 tels que q∗iMi ≃ F . Puisque j et σ





m∗F ≃ F ≃ q∗0M0.
Comme q0 est ramifie´, q
∗
0 est injective et donc σ
m∗M0 ≃M0. Observons que
les points de ramification du reveˆtement r0 : C0 → X0, i.e. les points fixes
par σm, peuvent eˆtre releve´s aux points fixes par jσm = jm dans C. En
effet, soit p ∈ Fix(σm) dans C0 et soit p˜ ∈ C tel que q0(p˜) = p. On a
q0(σ
mp˜) = σmq0(p˜) = σ
mp = p,
donc σmp˜ ∈ q−10 (p) = {p˜, jp˜}. Comme q : C → X est non-ramifie´, σ
mp˜ 6= p˜.
Ainsi σmp˜ = jp˜ et on a jσmp˜ = jmp˜ = p˜.
L’action de σm sur les fibres de M0 au-dessus des points de ramification de
r0 est la meˆme que celle de jm sur les fibres de F au-dessus des points fixes
par jm dans C puisque q
∗
0M0 ≃ F .
Soit x ∈ Fix(jm) ⊂ C, donc x = σ
m+1
2 y ou bien x = σ
3m+1
2 y ou` y ∈ Fix(j1).
On observe que 〈jm〉 = Stab(x) est un sous-groupe conjuge´ de 〈j1〉 qui
par hypothe`se agit trivialement sur Fy, donc jm agit aussi trivialement sur
Fx. On en de´duit que σ
m agit trivialement sur M0,q0(x) et par le lemme de
descente il existe un fibre´ N0 ∈ JX0 tel que r
∗
0N0 ≃M0. De fac¸on analogue
on montre l’existence d’un fibre´ N1 ∈ JX1 tel que r
∗
1N1 ≃M1.
Comme q∗f∗0N0 ≃ q
∗f∗1N1 ≃ F on a
β := f∗0N0 ⊗ (f
∗
1N1)
−1 ∈ Ker q∗.
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Puisque q est un reveˆtement double non-ramifie´, β2 ≃ OX , i.e., β ∈ JX[2]
mais aussi β ∈ JX0 × JX1 ≃ Prym(X/H), ce dernier isomorphisme ayant
e´te´ de´montre´ dans le cas a). Comme
q∗β ≃ OC ≃ σ
∗OC ≃ σ
∗q∗β ≃ q∗σ∗β
on a σ∗β ∈ Ker q∗. En fait σ∗β ≃ β et puisque Prym(X/H) ⊂ Ker(1 +
σ + · · · + σm−1), on a β ∈ JX[m] ∩ JX[2] = {0}. Ainsi, f∗0N0 ≃ f
∗
1N1 ∈
JX0 ∩ JX1 = {0} par a) et donc F ≃ q
∗OX ≃ OC .
✷
3 La polarisation
On conside`re la polarisation Ξ dans JC0 × JC1. On a Ξ ≡ ψ
∗Θ, ou` Θ
est la polarisation principale dans JC. On pose φ = φΞ : JC0 × JC1 −→






L’application α : JC0 → ĴC0 est la restriction a` JC0 de la polarisation prin-
cipale de JC. Or, l’inclusion f∗0 : JC0 → JC est le pullback d’un reveˆtement
double ramifie´, et par [2] (12.3.1.) on obtient (f∗0 )
∗Θ ≡ 2Θ0, ou` Θ0 est la po-
larisation principale dans JC0. Ainsi α = φ2Θ0 = 2φΘ0 . De fac¸on analogue,
on obtient δ = 2φΘ1 : JC1 → ĴC1, ou` Θ1 est la polarisation principale dans
JC1.










donc β = f̂∗1 ◦ φΘ ◦ f
∗
0 et βˆ = f̂
∗
0 ◦ φΘ ◦ f
∗














pour i = 0, 1, obtenu en appliquant le foncteur Pic0 au diagramme (3).










pour i = 0, 1. On a donc f̂∗i = φΘi ◦ Nfi ◦φ
−1
Θ et en utilisant le fait que
Nfi = 1 + ji on obtient
β = φΘ1 ◦ (1 + j1) ◦ f
∗
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